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Abstract. — The set J^(2;2) of quadratic foliations on the complex projective plane can be identified with a 
ZARISKl's open set of a projective space of dimension 14 on which acts Aut(P 2 (C)). We classify, up to automor- 
phisms of P 2 (C), quadratic foliations with only one singularity. There are only four such foliations up to conjugacy; 
whereas three of them have a dynamic which can be easily described the dynamic of the fourth is still mysterious. 
This classification also allows us to describe the action of Aut(P 2 (C)) on ,jF(2;2). On the one hand we show that 
the dimension of the orbits is more than 6 and that there are exactly two orbits of dimension 6; on the other hand we 
obtain that the closure of the generic orbit in J^(2; 2) contains at least seven orbits of dimension 7 and exactly one 
orbit of dimension 6. 

2000 Mathematics Subject Classification. — 37F75 (primary), 32S65, 32M25, 32M05, 14L35 (secondary). 

Résumé. — L'ensemble J?(2;2) des feuilletages quadratiques du plan projectif complexe s'identifie à un ouvert 
de ZARISKI dans un espace projectif de dimension 14 sur lequel agit le groupe Aut(P 2 (C)). Nous classifions, à 
automorphisme de P 2 (C) près, les feuilletages quadratiques ayant une unique singularité. À automorphisme près il 
y a 4 feuilletages ayant cette propriété ; alors que trois ont une dynamique que l'on peut décrire facilement, celle 
du quatrième reste mystérieuse. Cette classification intervient dans la description de l'action de Aut(P 2 (C)) sur 
J?(2; 2). Nous montrons d'une part que la dimension des orbites est supérieure ou égale à 6 et qu'il y a exactement 
deux orbites de dimension 6 dont l'une correspond à un feuilletage ne présentant qu'un seul point singulier ; d'autre 
part nous obtenons que l'adhérence de l'orbite d'un élément générique de J?(2; 2) contient au moins sept orbites de 
dimension 7 et une seule orbite de dimension 6. Classification mathématique par sujets (2000). — 37F75, 32S65, 
32M25, 32M05, 14L35. 



Introduction 

Soit f un feuilletage holomorphe de codimension 1 et de degré N sur P 2 (C). Si 71 : C 3 \ {0} — > P 2 (C) est la 
projection canonique, le feuilletage homogène 7t 1 jT s'étend à C et est défini par une 1 -forme 

(0 = a(X,Y,Z)dX + b(X,Y,Z)dY + c(X,Y,Z)dZ, 

où a, b et c sont des polynômes homogènes de degré N + 1 sans composante commune vérifiant l'identité 
d'EULER : aX + bY + cZ = 0; c'est le théorème de Chow pour les feuilletages. Le lieu singulier Sing(iF ) 
de *J est donné par 

n ({a = b = c = 0}\{0}). 
L'identité d'EULER assure l'existence de polynômes homogènes p, q, r de degré N tels que 

M = p (x, Y, Z) (YdX - XdY) +q(X,Y,Z) (YdZ - ZdY) + r(X,Y,Z) (XdZ - ZdX ) . 
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Dans la carte affine Z = 1 nous dirons abusivement que la 1 -forme co s'écrit 

P(x,y, l)(yàx -xày) - q(x,y, l)dy - r(x,y, l)dx. 

Rappelons la notion de nombre de MlLNOR /v(fF ,m) d'un feuilletage J en un point singulier m. Fixons une 
carte locale (m, v) telle que m = (0,0); le germe de f en m est défini, à multiplication par une unité en près, 
par une 1 -forme Edu + Fdv. Désignons par (E,F) l'idéal engendré par E et F, alors 

, . ,. C{u,v\ 
n{j m) = dim , — ; 

c'est aussi la multiplicité d'intersection (c.c')o des germes de courbes C = (E = 0) et C' = (F = 0). 
Sur P 2 (C) on dispose d'un théorème de type BEZOUT (voir |[Î3l ) ; si 7 est un feuilletage de degré N on a 

£ n(F,m) =N 2 +N+\. (0.1) 

meSing(? r ) 

Cette formule implique, en particulier, qu'il n'y a pas de feuilletage régulier (Le. sans singularité) sur P 2 (C). 
Nous noterons J?(2;N) l'ensemble des feuilletages de degré N sur P 2 (C). 

La classification des feuilletages de degré ou 1 sur le plan projectif complexe est connue depuis le XIX eme 
siècle ([10]) : un feuilletage de degré sur P 2 (C) est un pinceau de droites et possède une seule singularité ; 
tout feuilletage de degré 1 sur le plan projectif complexe possède trois singularités comptées avec multipli- 
cité, a, au moins, une droite invariante et est donné par une forme fermée rationnelle. Pour N > 2 peu de 
propriétés ont été établies, hormis la non existence générique de courbe invariante ( |[ÎÔl |3l). En particulier 
le problème du « minimal exceptionnel » n'est pas résolu, même en degré 2 (voir JH). Ce problème, qui va 
dans le sens d'un énoncé de type Poincaré-Bendixon, consiste à décrire les différentes possibilités pour les 
adhérences (ordinaires) des feuilles. En particulier on ignore actuellement si une telle adhérence doit contenir 
nécessairement un point singulier. Une feuille dont l'adhérence ne contiendrait pas de singularité produirait 
alors un « minimal exceptionel ». Il y a a priori plusieurs façons de l'aborder ; soit on cherche à dégager des 
propriétés des feuilletages génériques, soit au contraire on étudie les dégénérescences les plus compliquées 
que l'on essaie ensuite de déformer. C'est dans cette dernière optique que nous nous proposons de classifier, 
à isomorphisme près, les feuilletages quadratiques de P 2 (C) ayant une unique singularité que l'on suppose 
être le point de coordonnées (0,0) dans la carte affine Z = 1. On peut a priori penser que ces feuilletages, 
du fait de la confluence de leurs singularités en une seule, sont très compliqués. Comme nous le verrons cette 
philosophie est dans certains cas mise en défaut. La formule (10.11 ) implique que n($ ,0) = 7. En particulier 
les germes de P et Q en ne forment pas un système de coordonnées local en 0; en effet si c'était le cas 
n(7 ,0) vaudrait 1. Par suite, à isomorphisme linéaire près, nous avons les trois possibilités suivantes 

1 . (0 = ydy + termes de plus haut degré, la singularité est dite de type nilpotent, éventualité étudiée au § 

O; 

2 . co = xày + termes de plus haut degré, la singularité est dite de type selle-noeud, ce cas sera l'objet 

du§0; 

3 . le 1-jet de co est nul en (voir § 1 1 -3b - 

En analysant le point singulier 0, plus précisément en traduisant dans chacune des éventualités qui précèdent, 
l'égalité ;u(jF ,0) = 7 nous obtenons la description des feuilletages quadratiques de P 2 (C) ayant une unique 
singularité. 

Théorème 1. — A automorphisme de P 2 (C) près, il y a quatre feuilletages quadratiques f\, . . . , sur le 
plan projectif complexe ayant une seule singularité. Ils sont décrits respectivement en carte affine par les 
1 -formes suivantes 
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1 . G>i = x 2 dx + y 2 (xdy — ydx) ; 

2. (02 = x 2 dx + (x + y 2 )(xdy-ydx); 

3. CO3 = xydx + (x 2 + y 2 ) (xdy — ydx) ; 

4. (0 4 = (x + y 2 -x 2 y)dy +x(x + y 2 )dx. 

On observe qu'aucun de ces feuilletages présente de singularité nilpotente. Notons que le feuilletage défini 
par les niveaux de est de degré 1 et présente une unique singularité qui de plus est nilpotente. 
Les feuilletages jFi , 7% et admettent respectivement pour intégrale première 

3 (a;) x' ( x ^ (x) (x) ) ^ ( x) (x) ^ ^2 (x) x) 

Notons que l'adhérence d'une feuille générique de f \ est une cubique cuspidale ; remarquons aussi que fFi, 
fi et peuvent être définis par une 1 -forme fermée rationnelle. Chacun de ces trois modèles compte au 
moins une courbe algébrique invariante ; il n'en est pas de même pour ^4. En particulier J&, ne peut posséder 
de structure transversalement projective ([5]) ; ceci implique d'ailleurs que J4 n'a pas d'intégrale première 
de type LlOU VILLE. Les intégrales premières de f\ , Fi, J3 nous permettent de décrire leurs feuilles de façon 
immédiate. 

Proposition 2. — Les feuilletages f\ , ^2 et ?3 possèdent la propriété suivante : pour tout point m régulier la 
feuille de passant par m est une courbe entière, Le. une courbe paramétrée par une application holomorphe 
de C dans C 2 . 

En fait f\, f2 et ^3 sont définis, dans la carte X = 1, par des champs de vecteurs polynomiaux complets. 

Nous n'avons aucune idée de la nature des feuilles de J4; par exemple on peut se demander si ^4 a un minimal 
exceptionnel ([2]), Le. s'il existe une feuille de ^4 n'adhérant pas à la singularité. L'étude de ce problème sur 
cet exemple nous semble pertinent. Dans 0] CAMACHO et DE FlGUElREDO montrent par des techniques 
numériques que le feuilletage de JOUANOLOU de degré 2 (nous en reparlerons plus loin) ne possède pas de 
minimal exceptionnel. Il serait intéressant d'adapter leurs méthodes pour l'étude du feuilletage 

Un théorème de LUNA et VUST affirme que si M est une variété algébrique affine, G un groupe réductif agis- 
sant algébriquement sur M avec isotropie générique réductive, l'orbite générique de G est fermée dans M (voir 
iflïl ). Dans cet esprit nous nous demandons si l'orbite O(f) sous l'action du groupe Aut(P 2 (C)) = PGL3(C) 
d'un élément générique $ de J£"(2;2) est fermée dans j^(2;2). La réponse est non et la classification précé- 
dente entre ici en jeu. 

Théorème 3. — Il existe un ensemble algébrique £ non trivial, contenu dans ^(2; 2) ayant la propriété 
suivante : pour tout feuilletage f de J£"(2;2) \E l'adhérence de l'orbite 0(7 ) de f contient f\. 
En particulier, pour tout f dans JF(2;2) \ E, l'orbite o(f) de f n'est pas fermée. 

Donnons une interprétation géométrique de cet ensemble E. Un point régulier m du feuilletage f est dit 
d'inflexion ordinaire si la feuille passant par m a un point d'inflexion ordinaire en m; désignons par Flex(iF ) 
l'adhérence de ces points. Un feuilletage f appartient à J^"(2;2) \E si et seulement si Flex(fF ) est non vide. 

Le Théorème [3] n'est pas en contradiction avec l'énoncé de Luna et VUST puisque J£~(2; 2) n'est pas une 
variété affine. 

La dimension de l'orbite de f\ est 6 qui est la dimension minimale possible, et ce en tout degré supérieur ou 
égal à 2 (Proposition l2.3l) . Nous montrons qu'il y a exactement deux orbites de dimension 6 (Proposition [Z7]) ; 
la seconde est associée au feuilletage J 5 donné en carte affine par 

OO5 = x 2 dy + y 2 (xdy — ydx) . 
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Ce feuilletage possède deux points singuliers et l'intégrale première 2 — I; autrement dit il s'agit du pinceau 

de coniques (y 2 —xz) + Axy. Pour des raisons de dimension les orbites 0{f\) et O(fs) sont fermées. 
De nombreux problèmes, en particulier la partie b) du 16 eme problème de HlLBERT, sont abordés par des 
techniques de perturbation en général à partir de feuilletages « hamiltoniens ». Ce qui précède montre en un 
certain sens que presque tout feuilletage quadratique est une « petite perturbation » du feuilletage « hamilto- 
nien » f\ . Nous préciserons le Théorème [3j en particulier dans l'énoncé qui suit. 

Théorème 4. — Si 1 désigne un élément générique de J?(2;2) l'adhérence de l'orbite o{f ) de f contient 
au moins sept orbites de dimension 7 et une seule orbite de dimension 6, celle de f\ . 

D'autres considérations sur les adhérences d'orbites seront abordées dans le texte. 

Remerciements. Merci à L. PlRlO pour sa disponibilité et à J. Pereira pour ses remarques. 
Les deux premiers auteurs remercient 1TUF et l' ANR Symplexe (ANR BLAN06-3_137237) qui ont contribué 
au bon déroulement de cette collaboration ainsi que le CIRM pour les excellentes conditions de travail dont 
ils ont bénéficié. 

Les troisième et quatrième auteurs remercient 1TRMAR pour leurs séjours à Rennes. 

1. Feuilletages quadratiques de P 2 (C) ayant une seule singularité 

Considérons un feuilletage quadratique f sur P 2 (C) ayant une unique singularité ; la classification menant 
au Théorème Q] est établie au cas par cas suivant la nature du 1-jet de co définissant f au point singulier que 
nous supposons être l'origine de la carte affine Z = 1 . On écrira co sous la forme Adx + Bdy + §(xdy — yéx) 
et on adoptera les notations suivantes 

A = aifiX + a Qi iy + a2fiX 2 + ai^xy + a 0j2 y 2 , B = bi X )X + b ^y + b 2i0 x 2 + bi^xy + b ^ 2 y 2 , 

= «Ko* 2 + 1 , ixy + (j) ,2y 2 • 

On désignera par P (resp. Q) la composante en dx (resp. dy) ; autrement dit on pose P = A — y(j) et Q = B+x§. 
1.1. Étude du cas nilpotent. — 

Proposition 1.1. — Soit J un feuilletage quadratique sur F 2 (C) dont le lieu singulier est réduit à un point ; 
cette singularité ne peut être nilpotente. 

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde : supposons que f possède une unique singularité et que celle- 
ci soit nilpotente. A isomorphisme linéaire près J est défini par la 1 -forme co = P dx + Qdy où 

P(x,y) = ci 2 fix 2 + a ,2V 2 + ai,i*y - y((|>2,o* 2 + <l>o,2y 2 + <t>i,i*y), 
Q(x,y) = y + b 2 flx 2 + b , 2 y 2 + b ul xy +x($ 2fl x 2 + <j) , 2 y 2 + §i,ixy). 

Remarquons que la condition ^(jF ,0) = 7 implique la nullité de a 2 fl. Dans le cas contraire (P, Q)$ = (y,x 2 ) o 
dans l'anneau local C{;t,y} qui implique ,0) =2. 

Ainsi le polynôme P est divisible par y 

P = yP\ avec P\ =a^ 2 y + a y ^x-(§ 2fi x 2 + § 2y 2 + §y â xy). 

Comme co est à singularité isolée en 0, le polynôme Q est non divisible par y et \b 2 p \ + |<|>2 o| est non nul. 
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Posons c = (<2 = 0) et c' = {P = 0); nous avons 

H{7 ,0) = {c ■ c')o = (c-(y = 0)) + (C ■ (P, = 0)) . 
Notons que la multiplicité d'intersection (c ■ (y = 0))o vaut 2 ou 3. 

Si au est non nul (P\ = 0) est transverse à C et (C ■ (Pi = 0))o = 1; d'où l'inégalité /i(jT ,0) < 4 : contradic- 
tion. D'où l'égalité ai.i = 0. 

Sur la droite y = la 1-forme co s'écrit ^(62,0 + <t>2,o*)dy; si (|)2,o^2,o / le point (— ^,0) est une singularité 
de co, distincte de (0,0), ce qui est, par hypothèse, impossible. Il en résulte que le produit ^2,062,0 est nul. 
Montrons, par l'absurde, que §2,0 0- Si §2,0 = 0, alors d'après ce qui précède £2,0 / et 

co = (y + è 2j0 x 2 + 60,2V 2 + 6i,ixy +x($o,2y 2 + <t>i,ixy)) dy + y 2 (a ,2 - <t>o,2y - tyi,ix) d*. 
Si 00,2 est différent de 0, alors ao.2 — ^o,2y — <t>i,i* est une unité en (0,0); de sorte que 

MiT,0)=2(c-(y = 0)) () =4, 
ce qui est absurde. Donc ao,2 = et co est du type 

(y + b 2 fix 2 + bo.iy 1 + bi.ixy +x((j) ,2y 2 + <t>i,i*y)) dy - y 2 ((j) ,2y + §\,\x) dx. 

Si (j)]^ / nous constatons que fi(^ ,0) = 5; enfin si 1 = le coefficient (^2 est non nul et fx{y ,0) = 6, 
ces deux cas sont exclus. Donc §2,0 7^ 0. 

Finalement co s'écrit 

(y + bo^y 2 + b\.\xy+x(§ 2 .w 2 + §Q,iy 2 + §\,\xy))ày+y (ao&- (^2,o* 2 + <|>o,2:y 2 +<|>i,ixy))dx, <fc,o 7^0. 

La multiplicité d'intersection en entre (Q = 0) et (y = 0) est 3. En outre nous avons au niveau des idéaux 
dans l'anneau des germes de fonctions holomorphes en 

{Q,ao,2y - (hfix 2 + (h, 2 y 2 + <t>i,i*y)),o 

= (y(l + è ,2y + {b\A+ «0,2 )x),a ,2y - {hflX 2 + §o.2y 2 + fa,ixy)),o 

= (y,x 2 ),o- 

Nous en déduisons que n{$ ,0) = 3 + 2 = 5. Il n'existe donc pas de feuilletage quadratique de P 2 (C) ayant 
une seule singularité qui soit de type nilpotent. □ 

1.2. Singularités de type selle-noeud. — 

Proposition 1.2. — Soit f un feuilletage quadratique ayant une seule singularité. Si cette singularité est de 
type selle-nœud, 7 est conjugué au feuilletage F4 décrit parla \-forme 

CO4 = (x + y 2 — x 2 y)dy + x(x + y 2 )dx. 

Démonstration. — Supposons comme précédemment que soit l'unique singularité de J . Une fois encore 
nous allons traduire l'égalité n{j ,0) = 7. À isomorphisme près co s'écrit Pdx + Qdy dans la carte Z = 1 avec 

P(x,y) = a 2 flx 2 + a ,2y 2 + a\.\xy - y($2,ox 2 + (h, 2 y 2 + <l>i,i*y), 

Q(x,y) =x + b 2 ,QX 2 + è , 2 y 2 + b XA xy + x($ 2 flX 2 + (j) , 2 y 2 + ^î.ixy). 
Montrons par l'absurde que la droite (x = 0) n'est pas invariante par f . Si (x = 0) est invariante par f , le 
coefficient bo,2 est nul. Comme co est à singularité isolée |ao, 2 | + |(j)o, 2 | est non nulle ; on en déduit l'égalité 
d'idéaux 

{P,Q),o = (tfo,2y 2 + 4>o, 2 y 3 ,*), 
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qui conduit à n(j ,0) < 3 : contradiction. 

Considérons un point générique mo = (0, jo) de l'axe (je = 0) et © la tangente à la feuille de f passant par mo ; 
cette tangente est donc distincte de l'axe (je = 0). Quitte à faire agir un automorphisme de P 2 (C) préservant 
les axes (je = 0) et (y = 0), envoyant mo sur le point à l'infini (0 : 1 : 0) et © sur la droite à l'infini Z = 0, 
nous pouvons nous ramener à (j)o,2 = 0. Maintenant, quitte à faire agir la transformation linéaire diagonale 
(t>o,2X,y), on peut effectuer la normalisation èo,2 = 1- 

Le théorème des fonctions implicites assure que la courbe Q = est en un graphe local (calcul réalisé avec 
Maple) 

x = x{y) = -y 2 + Ô M v 3 - (b 2 ul + b 2 ,o)y 4 + (3& 2 ,0&l,l - 4>i,i + )/ 
+ (^2,0 - + 3^i,i&i,i - 2è| - 6&2,o^,i)y 6 

+ (10^2,0^1,1 "4^2,0^1,1 + 10& 2 ,0&i,i -4^)2,0^1,1 -6^1,1^ j +b\ l )y 1 mody 8 . 

La condition ^(^F ,0) = 7 se traduit par le fait que P(x(y),y) est d'ordre précisément 7. En écrivant explicite- 
ment cette condition on obtient les égalités suivantes 

«0,2 = «1,1 = 0, <f>l, 1 = -«2,0, <l>2,0 = -«2,0^1,1, «2,0^2,0 = a 2 ,o(3&l,l&2,0 + «2,o) 7^ 0, 

ces deux dernières égalités impliquant Z?2,o = et 02,0 7^ 0. 
Ainsi 

00= (x + y 2 +bi^xy-x (b\^x + y))ây+x(x + y(b\,ix + y))àx. 

Quitte à remplacer co par (p*co, où cp(je, y) = ^ — , — ^ , le feuilletage est défini, dans les coordonnées 
affines (je, y), par la 1-forme 

CO4 = (x + y 2 -x 2 y)dy + x(x + y 2 )dx. 

□ 

Les feuilletages de P 2 (C) les plus « simples » sont ceux qui possèdent une structure transversalement projec- 
tive (flU). La proposition qui suit dit en particulier que J4 ne possède pas de telle structure ; il devient alors 
naturel d'aborder pour ce feuilletage le problème du minimal exceptionnel. Le portrait de phase « réel » de 
la restriction de ^4 à P 2 (M) présenté au § [3] fait penser que toutes les feuilles adhèrent à la singularité. 

Proposition 1.3. — Le feuilletage n'admet pas de courbe invariante algébrique. En particulier n'est 
pas transversalement projectif. 

Démonstration. — Rappelons que si C est une courbe algébrique invariante par ^4, elle contient au moins 
une singularité de F4, Le. C passe nécessairement par l'unique point singulier (0 : : 1) de J4 (voir ||31HÔ1). 
Comme ce dernier est de type selle-noeud, toute courbe invariante locale est soit lisse, soit à croisement 
ordinaire, c'est-à-dire du type jey + termes de degré supérieur = (voir [6]). 

D'après O le degré de C est inférieur ou égal à 4. Si deg C = 4 alors C est réductible et ^4 est décrit par une 
forme logarithmique L^, yKvo/r |3], théorème 1) ; en particulier le germe de Jn en est donné par une forme 
logarithmique. Or ce n'est pas le cas pour une singularité de type selle-noeud ([6]) ; donc deg C < 3. Si C est 
irréductible lisse de degré 3, alors (0, proposition 3) assure que J4 a une intégrale première rationnelle ; il 
s'en suit que le germe de J4 en a une intégrale première méromorphe ce qui est encore impossible pour une 
singularité selle-noeud. Si C est irréductible mais non lisse, il s'agit d'une cubique à point double donnée par 
une équation de la forme jey + \|/ = 0, où \|/ est un polynôme homogène de degré 3. Si C est réductible elle 
possède une branche de degré plus petit que 2, admettant une équation de l'un des deux types qui suivent 

x + ax 2 + bxy + cy 2 = ou y + ax 2 + bxy + cy 2 = 0; 
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de même si le degré de C est inférieur ou égal à 2. Dans toutes ces situations on montre par un calcul Maple 
que (O4 ne possède pas de telles courbes invariantes. 

D'après ([5], corollaire 2.16) le feuilletage f\ n'est pas transversalement projectif, la présence d'une telle 
structure nécessitant la présence d'une courbe algébrique invariante. □ 

Remarque 1.4. — Il résulte des travaux de Singer ([14]) que fê, n'est pas intégrable au sens de LlOUVlLLE. 
De même ne peut être défini par une forme fermée rationnelle. 



1.3. Cas 1-jet nul. — 

Dans les trois lemmes qui suivent f désigne un feuilletage quadratique sur P 2 (C) défini par une 1 -forme co 
et tel que 

1 . l'unique singularité de f soit (0 : : 1); 

2 . le 1-jet en de co soit nul. 
Dans ce cas 

co = A(x, y)dx + B(x, y)dy + §(x,y) (xdy — ydx) , 

où A, B et (() sont des polynômes homogènes de degré 2. Le feuilletage f étant quadratique, le cône tan- 
gent xA + yB de co en ne peut être identiquement nul. Le polynôme (j) n'est pas non plus identiquement nul 
sinon la droite à l'infini serait invariante par f qui posséderait donc une singularité sur cette droite, ce qui 
est exclu. Nous allons raisonner suivant la nature du cône tangent qui, a priori, peut être trois droites, deux 
droites ou une droite. 

Lemme 1.5. — Le cône tangent de co ne peut être l'union de 3 droites distinctes. 

Démonstration. — Raisonnons par l'absurde ; nous pouvons supposer que le cône tangent est formé des 
droites x = 0, y = et y — x = 0; il s'en suit que co s'écrit (ll6l) 

xy(y~x) (A-i— +X 2 — +A.3— — — ] + (§2,ox 2 + §i,ixy + $o,2y 2 ) {xdy -ydx), A,/, <|>y G C. 

\ x y y — x ) x ' 

Sur la droite x = nous avons co = y 1 Q^\ — (j)o,23 ; )dx. Comme est l'unique singularité de f , le produit A-i^o^ 
est nul. De la même façon, en restreignant co aux droites y = ety — x = nous obtenons 

M>2,0 =M<h,o + ( t> 1,1 +<t>0,2) =0. 

Le point (1 : : 0) étant non singulier nous avons cf>2,o 7^ et par suite X2 = 0. Un argument analogue montre 
que et sont nuls, mais ceci contredit l'égalité deg J =2. □ 

Lemme 1.6. — Si le cône tangent de co en est composé de deux droites distinctes, alors, à isomorphisme 
près, f est défini par 

CO3 = xydx + (x 2 + y 2 ) (xdy — ydx) . 
Démonstration. — À conjugaison près f est donné par la 1-forme ((61) 

C0 = x 2 y ^k^- + ôy + £d (^j ^ + (<j) 2; ox 2 + <|>i,ixy + §o,2y 2 ) (xdy - ydx), X, ô, £, G C. 
Comme au Lemme [T31 en considérant les restrictions de co aux droites x = et y = 0, nous établissons que 

£(j) 0; 2 = Ô(j)2 ; = 0. 
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Le point (1 : : 0) n'est pas singulier donc fo.o ^ et 8 = 0. De même en écrivant que (0:1:0) n'est pas 
singulier nous remarquons que ())o.2 ^ et par suite que £ = 0. Le feuilletage J étant quadratique X est non 
nul ; nous pouvons donc supposer que X = 1, d'où 

« _ dx | ((fc,ox 2 + (t>uxy + (|)o,2y 2 ) d (;) 

x 3 y x 2 x 2 <j| 

La transformation linéaire diagonale ^(j)^ qX, (^2,0^0,2) l ^ 2 yj nous permet de supposer que t(>2,o = ^0,2 = L 
par conséquent 

co = xydx+ (x 2 +(j)ijxy + y )(xdy — .ydx). 
Quitte à conjuguer co par le difféomorphisme — , — J le coefficient <t> 1 , 1 vaut 0, d'où l'énoncé. □ 

Remarquons que -Sj 1 est fermée ; nous en déduisons que CO3 admet pour intégrale première 

x y 

y „. ( y 2 1 



* exp U 2 

Lemme 1. 7. — Si le cône tangent de co en est réduit à une seule droite, alors à conjugaison près J est 
défini par l'une des deux 1 -formes suivantes 

1 . C0i = x 2 dx + y 2 (xdy — ydx) ; 

2. CO2 = x 2 dx+(x + y 2 )(xdy — ydx). 

Démonstration. — À conjugaison près, J est donné par 



; , de , , / ary + (3y ; 

co = x :i ni — hd 1 



+((j) 2 ,ox 2 +(l)i,ixy + (t)o,23' 2 )(xdy-ydx), a, p\ l, fyj G C. 



Le feuilletage étant quadratique le coefficient X est non nul et nous pouvons le supposer égal à 1 . En outre, 
vu que est l'unique singularité, nous obtenons, en restreignant co à la droite x = 0, que 4>o.2 P = 0. Puisque 
(0:1:0) n'est pas singulier cj)o,2 7^ et [3 = 0. Quitte à conjuguer co par la transformation linéaire diagonale 

1 11 

((j) 02 x,y), nous nous ramenons à t(>o,2 = L Ainsi J est décrit par 

co = x dx + (cxx + (j)2,ox 2 +<t>i,iJty + y 2 )(xdy — ydx). 
La conjugaison par le difféomorphisme (x,y — Q^-xJ permet d'annuler (j)i j . Puis en faisant agir 

^ sia = 0, et I y- — r— , y- — r— ) sioc/0, 



x 



nous pouvons supposer que §2,0 = 0. Si a = nous obtenons le premier modèle C0i . Si a est non nul, alors, 
en conjugant par la transformation linéaire diagonale (oc 3 x,oc 2 y), on se ramène à a = 1, c'est-à-dire au mo- 
dèle co 2 - □ 

Remarquons que est fermée et a pour intégrale première | (^) 3 — i; quant à CO2 elle admet pour intégrale 
première 

ï+ ; +ï © + ©V(-; 



Les Lemmes [1.5H1.6I et 11.71 impliquent l'énoncé qui suit. 
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Proposition 1.8. — Soit f un feuilletage quadratique sur P 2 (C) dont l'unique singularité est (0 : : 1). Si 
le l-jet de la forme (0 définissant f au point singulier est nul alors, à isomorphisme près, f est donné par 
l'une des trois l-formes suivantes 

1 . (Oi = x 2 dx + y 2 (xdy — ydx) ; 

2. (02 = x 2 dx + (x + y 2 )(xdy-ydx); 

3. co 3 = xydx + (x 2 + y 2 ) (xdy — ydx) . 



Remarque 1.9. — Les quatre feuilletages fi ne sont pas linéairement conjugués. En effet fn est le seul à 
posséder une singularité de type selle-noeud, il n'est donc pas conjugué aux autres fi. La 1-forme GO3 n'est 
pas linéairement conjuguée à (Oi et (O2 car le cône tangent en de (O3 est formé de deux droites distinctes, 
alors que le cône tangent en de (Oi (resp. (O2) est constitué d'une seule droite. Enfin f\ et fi ne sont pas 
linéairement conjugués : le premier possède une intégrale première rationnelle mais pas le second. 

Le Théorème [T] résulte des Propositions 11-11 [L2l 1 1 . 8 1 et de la Remarque 11 .91 

Par contre les feuilletages fi et fj sont birationnellement conjugués car ils le sont au feuilletage linéaire 
d'intégrale première xe y ; leurs feuilles génériques sont transcendantes. Dans la carte X = 1 les feuilletages 
f\, et fs possèdent respectivement les intégrales premières suivantes 

Z-j, (2 + z + 2y + y 2 )e-y, yexp ^__ z V 

Quitte à faire agir les automorphismes polynomiaux de C 2 

(y> z ~\\ resp. (y,2 + z + 2y + y 2 ), resp. 

sur f\, resp. ^ resp. ^3 nous constatons que 

1 . 7\ est polynomialement conjugué au feuilletage décrit par z, = cte ; 

2 . J2 et sont polynomialement conjugués au feuilletage donné par les niveaux de ye~ z = cte. 
Nous en déduisons la : 

Proposition 1.10. — Les feuilletages f\, et T?> possèdent la propriété suivante : pour tout point m ré- 
gulier la feuille de fi passant par m est une courbe entière, Le. une courbe paramétrée par une application 
holomorphe de C dans C 2 . 

En fait fi,f2etf^ sont définis, dans la carte X = 1 , par des champs de vecteurs polynomiaux complets. 



2. Orbites sous l'action de PGL 3 (C) 

L'ensemble ^(2;N) est un ouvert de ZARISKI dans le projectivisé des l-formes en les variables X, Y et Z de 
degré N + \ satisfaisant l'identité d'EULER (il faut en effet que la condition « sans composante commune » 
évoquée dans l'introduction soit satisfaite). En particulier J?(2;2) est un ouvert de ZARISKI dans P (C). 
Le groupe des automorphismes de P 2 (C) agit sur ^"(2;2); l'orbite d'un élément f de J?(2;2) sous l'action 
de Aut(P 2 (C)) = PGL3(C) est notée o(f ). Comme cette action est algébrique les orbites sont d'adhérence 
(ordinaire) algébrique dans P 14 (C). Nous nous intéressons dans ce qui suit aux adhérences o(f ) des or- 
bites 0{f ) dans ^~(2;2) sous l'action du groupe Aut(P 2 (C)). 
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2.1. Isotropies et dimensions des o{fi). — 

Définition. — Soit f un feuilletage sur P 2 (C). Le sous-groupe de Aut(P 2 (C)) qui préserve f s'appelle le 
groupe d'isotropie de f et est noté Iso(jF ) ; c'est un groupe algébrique. 

La Proposition suivante est de nature élémentaire, sa démonstration est laissée au lecteur. 

Proposition 2.1. — Les dimensions des o{Ji) sont les suivantes 

dimo(jFi) = 6, dim O = 7 ', dimo(jF 3 ) = 7 et dimo(jr 4 ) = 8. 

Plus précisément les groupes Iso(jF r ) sont donnés par 

1 . Iso(^i) = {(P 3 x : p 2 v : z + ooc) | CC 6 C, [3 G C*} qui est isomorphe au groupe des transformations 
affines de la droite ; 

2. Iso(f 2 ) = {(x:ax+y: -a(a + 2)x-2ay + z)\a G C}; 

3. Iso(^ 3 ) = |(x : ±y : z + ox) a G c| ; 

4. Iso(^ 4 ) = {id, (jx:j 2 y:z), (j 2 x : jy : z )} où j = e 2il1 / 3 . 

2.2. Minoration de la dimension de l'orbite d'un feuilletage quadratique. — 

Nous avons vu que la dimension de o(f\) est 6; nous montrons dans cette section que c'est la dimension 
minimale possible. 

Notons %(P 2 (C)) l'algèbre de Lie des champs de vecteurs holomorphes globaux : %(P (C)) est bien sûr 
l'algèbre de Lie du groupe d'automorphismes de P 2 (C). Soient f un feuilletage sur P 2 (C) et X un élément 
de x(P 2 (C)); nous dirons que X est une symétrie du feuilletage J si le flot exp(tx ) est, pour chaque t, dans le 
groupe d'isotropie Iso(jF ) de J . Si 00 définit f dans une carte affine, X est une symétrie de f si et seulement 
siL JC (0A(0 = 0oùLj (: désigne la dérivée de Lie de co suivant X . Remarquons que si J est de degré supérieur 
à 2 et X une symétrie non triviale de f alors X n'est pas tangent au feuilletage J : si c'était le cas f serait 
en effet de degré ou 1 . 



Lemme 2.2. — Soit J un élément de J^(2;N) défini par une l-forme co. Si X et y sont deux symétries 
de f indépendantes sur C aiors ^fcl est une intégrale première rationnelle non constante de J . 

Démonstration. — D'après ce qui précède les polynômes (ù(x) et co(iX ) sont non identiquement nuls. Les 
champs X et <y étant indépendants sur C, la fonction rationnelle ^© est non constante. Rappelons que si X 
est une symétrie de 7 et si co(x ) ^ 0, alors co(x ) est un facteur intégrant de co, autrement dit est fermée. 
Puisque le quotient de deux facteurs intégrants de co est une intégrale première rationnelle de f , la fonction 
est une intégrale première rationnelle non constante de f . □ 

Si G désigne un groupe algébrique, nous notons g son algèbre de Lie. 

Proposition 2.3. — Soient N un entier supérieur ou égal al et f un élément de jF(2;/V). La dimension 
de o{f) est minorée par 6. 

Démonstration. — Comme dim%(P 2 (C)) = 8 le Lemme l2~2l assure que si dimo(iF ) < 6, le feuilletage J 
admet une intégrale première rationnelle. Dans [6] Cerveau et Mattei montrent, en utilisant le théorème de 
LÙROTH, qu'il existe une fonction rationnelle non constante f, définie à PGL2(C) près, telle que l'ensemble 
des intégrales premières rationnelles de J soit isomorphe à C(f); on dit alors que f est minimale. Choisissons f 
minimale pour f . Remarquons que si (p appartient à Iso(^F ) alors foep est encore une intégrale première 
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de f et que, de plus, elle est minimale ; f ocp s'écrit donc x<p(f) avec x<p dans PGL 2 (C). Désignons par x le 
morphisme défini par 

x: Iso(^) -^PGL 2 (C), cp^x<p. 

Le noyau de X est un sous-groupe de Iso(^" ) nécessairement discret. En effet si dimkerx > 1, alors kerx 
contient un flot dont le générateur infinitésimal est tangent à J ce qui est impossible. Par suite 

D w x: iso(^)^sl 2 (C) 

est injective ; ceci implique l'inégalité 

dimIso(jF ) = dimiso(jF ) < dimsl 2 (C) = 3. 

Supposons que dimIso(^ ) = 3 alors iso(jF ) ~ s(2(C). Soit G la composante neutre de Iso(jF). À partir 
de iso(jF ) = sl 2 (C) nous obtenons à isomorphisme près 

G = SL 2 (C) ou G = PGL 2 (C). 

Dans chacune de ces éventualités nous héritons d'une action p de SL 2 (C) sur P 2 (C). 

Si p est irréductible p s'identifie au projectivisé de l'action naturelle p de SL 2 (C) sur l'espace des formes 
quadratiques en deux variables. Cette action n'a pas de feuilletage invariant de degré supérieur ou égal à 2; en 
effet si f était invariant, son lieu singulier, qui n'est pas vide, le serait aussi : contradiction avec le fait que p 
ne laisse invariant aucun ensemble fini. 

Si p est réductible, elle se décompose, au niveau de C 3 , en une action sur C 2 et une sur C qui est nécesserai- 
ment triviale. Par suite dans une carte affine ad-hoc p coïncide avec l'action linéaire standard 

Y 8 ^ (cuc+$y,yx+Sy). 

Cette dernière action préserve un feuilletage : celui induit par le champ radial 3^ = xj^ + y-^, qui est de 
degré 0, et c'est le seul. En effet soit f un feuilletage non radial invariant par 

(x,y) ' ^ (ax + $y,yc + 8y); 

il existe alors un point générique m tel que la tangente à la feuille L m passant par m ne soit pas la droite 
passant par l'origine et m. Nous pouvons supposer que m = (1,0); le groupe 

{(x + $y,8y)\$eC, Ô€C*} 

fixe m, doit fixer f donc doit fixer la tangente à L m en m ce qui est impossible. Nous en déduisons 
que dimIso(jT ) / 3. Il s'en suit que dimIso(^ ) < 2 et dim 0{f ) > 6. □ 

Corollaire 2.4. — Le feuilletage f\ réalise la dimension minimale des orbites en degré 2. 

Nous pouvons nous demander si f\ est l'unique élément de ^(2;2) à satisfaire cette propriété ; nous allons 
voir dans le paragraphe suivant que ce n'est pas le cas. 

2.3. Description des feuilletages quadratiques tels que dim 0(7) = 6. — 

Proposition 2.5. — Soit J un feuilletage de degré N sur P 2 (C). Si dimiso(^ ) = 2, aiors iso(7 ) est iso- 
morphe à l 'algèbre du groupe des transformations affines de la droite. 
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Démonstration. — D'après la classification des algèbres de Lie de dimension 2 (voir 0) il suffit de montrer 
que \5o(f ) n'est pas abélienne. Pour ce faire raisonnons par l'absurde, Le. supposons que \so(f ) soit abé- 
lienne. Soient X et y deux générateurs de \so(!F ). La triangulation des algèbres résolubles de matrices assure 
l'existence d'une droite <D invariante par X et y . Nous pouvons alors nous ramener à la situation suivante : <D 
est la droite à l'infini et dans la carte C 2 les champs X et y sont affines. Dans cette même carte f est défini 
par un champ polynomial à singularité isolée que nous noterons Z. Soit V un élément de \5o(f ). Puisque 
le flot de V laisse f invariant, en tout point non singulier \V,Z] est un multiple de Z; d'après |[Î3l il existe 
une fonction holomorphe g sur C 2 telle que [V, z] = gZ. Les champs V et Z étant polynomiaux, [V, z] l'est 
aussi ; par suite g est rationnelle et holomorphe sur C 2 donc polynomiale. Le champ V étant affine nous avons 
deg[V, z] < deg Z ; la relation [V, z] = gZ entraîne que g est constante. Finalement nous obtenons 

[x,z]=Xz, [y,z]=r\z, X, r\eC. 

À combinaison linéaire et permutation près de X et y nous pouvons nous ramener à 

[x,z}=0, [y,z]=r\Z, r\eC. 

Commençons par supposer que X et y sont génériquement transverses. En un point générique il existe des 
coordonnées locales telles que 

_ d _ d 

dx' dy 
Dans ce système de coordonnées Z est de la forme 

a(x,y)^+$(x,y)^-, a, p G C{x,y}. 

L'égalité [x , z] = implique que oc et p ne dépendent pas de x. Alors [y ,z]= x\y entraîne que oc' (y) = rjot(j) 
et P'(y) = îlP(y). On obtient ainsi 

z=ew(yl + &^\ y, SeC, 

qui se réécrit Z = e^ y (yx + 5y ). Sur un ouvert Z et yx + by sont donc parallèles ; nous en déduisons que 
c'est le cas partout. Ainsi le feuilletage défini par Z est linéaire : contradiction. 

Supposons que X et y soient partout colinéaires ; par conséquent en un point générique nous pouvons écrire 

Notons que X et y n'étant pas C-colinéaires, 8 est non constante. A partir de [x ,z] = 0, nous obtenons 

z=a(y)^ + $(y)^, a, p G C{y}; 

remarquons que P ^ sinon Z serait colinéaire à X et définirait un feuilletage linéaire. Par ailleurs [y , z] = r\Z 
conduit à r|a(y) = et P(y) (r\ + ô'(y)) = 0, soit à a = et 8' (y) = -r\ ^ 0. Autrement dit 

x = ^, y = (-r\y + e)^, z = ^(y)^-, r\ e C*, e g C, p e C{y}. 

Par suite f a une intégrale première rationnelle f (Lemme 12.21 ) qui, dans les coordonnées locales (x,y) ne 
dépend pas de y et s'écrit donc f(x). Le flot de y est donné par (x + f8(y),y); puisque y est une symétrie 
de f , la composée f(x + ?8(y)) ne dépend pas de y, i.e. 8 est une constante ce qui, comme nous l'avons déjà 
vu, est impossible. □ 
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Lemme 2.6. — Soit f un feuilletage quadratique sur le plan projectif complexe. Supposons que l'algèbre 
de Lie iso(iF ) soit de type affine, Le. engendrée par deux champs de vecteurs X et y tels que \x,y\ = y . 
Il existe une droite dans P 2 (C) invariante par les champs X et y et telle que tout point singulier de 7 
appartienne à cette droite. 



Démonstration. — Puisque = y , le théorème d'ENGEL assure l'existence d'une droite D de 

que nous pouvons supposer être la droite Z = 0, invariante par X et y . Plaçons-nous dans la carte Z = 1; en 
reprenant un argument de la démonstration de la Proposition 12. 51 nous avons 



[x,z]=Xz, [y,z]=r\z, X,r\eC. 

L'identité de JACOBI 

[x,[y,z}] + [y,[z,x]] + [z,[x,y}]=0 
entraîne rj = 0, c'est-à-dire [y , z) = 0. 

Si toutes les singularités de f sont sur la droite à l'infini © le lemme est démontré. 

Supposons qu'il existe un point singulier m à distance finie pour le feuilletage f ; évidemment ce point est 
singulier pour X et y . Nous pouvons nous ramener à m = (0,0) et 

,,,33 3 
x =-(! + *)*--<»-, y= y -. 

Quant à Z nous l'écrivons sous la forme Z\ + Z2 où Z\ (resp. Zi) désigne un champ linéaire (resp. 

quadratique) et le champ radial. L'égalité [y , z] =0 conduit à : [y , Z\] = [y , Z2] = et (j) est du type zy 2 . 
À partir de [y , Z\] = et [y , Z2] = nous obtenons 

Z 1 = ($x + yy)^- + $y^-, Z 2 = (by 2 + Kxy)^- + Ky 2 ^-, p\ y, K, S G C. 

Nous constatons que si [3 est nul, Z est divisible par y, donc n'est pas associé à un feuilletage quadratique. Il 
s'en suit que [3 est non nul ce qui implique que X = 0. En écrivant explicitement [x , z] = nous avons 

Y= as = ock = ô(a- 1) = 0. 

Si 8 est nul, Z est colinéaire au champ radial ce qui ne peut arriver. Ainsi oc=let£ = K = 0; d'où 

ox 

Nous pouvons évidemment normaliser les coefficients [3 et ô à 1. Le feuilletage f est défini par la 1 -forme 
ydx — xdy — y 2 dy qui possède l'intégrale première 2 — y- ses points singuliers sont (0 : : 1) et (1 : : 0) et la 
droite y = satisfait l'énoncé. □ 

Les feuilletages quadratiques dont l'orbite est de dimension maximale 6 sont classifiés par la : 

Proposition 2.7. — Soit f un élément de jF(2;2). Supposons que l'algèbre de Lie iso(jF ) soit de dimen- 
sion 2; aiors f est, a action d'un automorphisme de P 2 (C) près, défini par l'une des l-formes suivantes 

1. C0i = x 2 dx + y 2 (xdy — ydx) ; 

2. C0 5 = x 2 dy + y 2 (xdy - ydx) . 

Dit autrement les orbites associées sont les seules orbites de dimension 6. Elles sont fermées dans ^(2;2). 
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De plus nous avons 

Iso(^) = {(a 3 x,a 2 y), (rf^'T^) \ a£<C *^ eC ^ 

Iso(j 5 ) = |(a 2 ^,av), (y^pyyTp^) |«eC*, pe- 
ces deux groupes ne sont pas conjugués. 

Remarque 2.8. — Le feuilletage ^5 décrit par CO5 intervient déjà dans la démonstration du Lemme l2~6l 

Démonstration. — D'après la Proposition 12. 51 et le Lemme l2T6l il existe deux symétries X et y de J telles 
que [x , y] = y . Ces deux symétries préservent une droite £> que nous supposerons être y = 0. De plus 
Sing(jF) est contenu dans <D . Si J a un unique point singulier nous savons d'après le Théorème Q] et la 
Proposition 12.11 que J est conjugué à f\. Nous nous ramenons donc au cas où Sing(iF ) contient (0:0: 
1) et (1 : : 0). Notons que X et y sont singuliers en ces deux points ; nous en déduisons en utilisant 
l'identité [x,y] = y que 

d d d 

x = (kx + ey)— +r\y— + ay$i, y = yy^- + Py3t avec (r\-X)y=y et r((3 = (3 
ox oy ox 

avec X, 8, rj, CC, P et y dans C. Considérons un champ de vecteurs polynomial Z définissant f dans la 
carte Z = 1 ; écrivons-le sous la forme 

z = zi + z 2 +H 

où Zi est un champ de vecteurs homogène de degré i et (j) une forme quadratique. Nous pouvons supposer que 
la droite à l'infini n'est pas invariante par J ce qui s'interprète comme suit : (j) n'est pas identiquement nulle. 
Puisque f est singulier en ( 1 : : 0) , la forme quadratique (j) est du type suivant 

(|) = (j)i i ixy + (l)o,2y 2 . 

En reprenant un argument évoqué précédemment le fait que Xety soient des symétries de J se traduit par 

[X,z] = (a l +b l x + c 1 y)z (2.1) 
[y,Z] = (a 2 + b 2 x + c 2 y)z (2.2) 

les ai, bj et c,- désignant des complexes. 

De nouveau on utilise l'identité de JACOBI [x , [y , Z}] + [y , [z , x]} + [z , [x , y }] = qui implique ici 

X (a 2 + b 2 x + c 2 y) — y(a\ + b\x + c\y) = a 2 + b 2 x + c 2 y. 

Les champs X et y s'annulant en 0, nous obtenons en particulier que a 2 est nul puis que 

a(b 2 x + c 2 y) = $(bix+ciy). 

L'étude des termes de plus haut degré dans (12.11 ) conduit à [ay2t , §ût ] = {b\x + C]y)§%.; puisque (|) est non 
nulle nous en déduisons que 

ay = b\x + c\y. 

De même en considérant les termes de plus haut degré dans (12.21 ) nous obtenons 

Py = b 2 x + c 2 y. 

Autrement dit 

b l =b 2 = 0, a = ci et P = C2. 

La preuve se sépare en deux suivant la nullité ou non de y. 
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Dans un premier temps supposons que y soit nul ; nous pouvons alors nous ramener à P = 1 et, quitte à 
soustraire ay à X , à a = 0. En réécrivant la relation [x ,y] = y nous constatons que r[ = 1, Le. 

X = (Xx + ey)^-+y^-, y = y%. 



Les égalités (12.11 ) et (12.21 ) sont désormais du type 

[x,z\=a\Z et [y,Z]=yZ. 

Cette dernière entraîne que 

-Z\ (y)%, +yz 2 - Z 2 (y)% +yH = y{z x + Z 2 + H) 
d'où — = yZi et £2 (y) = 0. Il s'en suit que 

£ = <2^-+<K avec Q = q2,ox 2 + qi.ixy + q , 2 y 2 , 

ax 

les formes quadratiques Q et (j) étant non nulles et sans facteur commun ; ce qui implique en particulier la non 
nullité de q 2 fi. 

L'identité [x ,z] =a\Z conduit au système 

' (Xx + ey)§+yf = (a l+ X)Q 



(o) 



Montrons que nous pouvons supposer que £ = 0. Remarquons que si X vaut 1, la décomposition de JORDAN 
de l'opérateur de dérivation X (pour lequel Q et q sont vecteurs propres) implique que 

zy^- = et ey^- = 0. 

ax ax 

Puisque Q et (|) sont non nulles et sans facteur commun, £ est nécessairement nul. Enfin si X est différent de 1 , 

nous invoquons la diagonalisation pour nous ramener à £ = 0; notons que cette diagonalisation n'altère pas la 

forme de (j), Le. (]) est toujours du type (j)i,ixy + (|)o.2.y 2 - 

Le système (o) se réécrit alors 

(X + 1 — «î )<t»i,i = (2-ai)(j)o,2 = (X-ai)q 2fl = (l-a^qij = (2- A,- ai)q Q>2 = 0. 

Comme le coefficient q 2 .o est non nul on a X = a\ et = 0. La forme quadratique (]) étant non triviale (fo.2 
est non nul et on obtient X = a\ = 2 et q\ t \ = q 2 fi = 0. 
Par conséquent 

Z =q 2 fiX 2 ^-+$o, 2 y 2 ll 
ax 

et nous pouvons évidemment normaliser les coefficients q 2} o et (^2 à 1. Nous obtenons alors le feuilletage ^5 
défini par (05 . 

Maintenant nous étudions la deuxième éventualité où y ^ 0; on peut supposer que y= 1. Dans ce cas on 
a T| = X + 1 . Quitte à remplacer X par X — ey on se ramène à 

X =Xx^- + (X + l)y^- + ay3l et y = y^- + py^ . 

ax ay ax 

Les égalités [x , z] = (a\ + ay)z et [y , z] = ftyZ ajoutées à l'identité de JACOBI nous conduisent à X$ = 0. 
Si P = nous remarquons que le champ y = y-^ est conjugué via un automorphisme de P 2 (C) à y$^. En 
permutant le rôle des points singuliers nous nous ramenons au premier cas déjà traité. 
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Lorsque X = on peut supposer par conjugaison que p vaut 1 ce qui nous conduit à 





7 =y^-+ysi 
ax 



quitte à soustraire af à X . 

Via une transformation linéaire de C 2 qui n'affecte ni le champ <y ni le fait que (j) soit non nul, nous pouvons 
diagonaliser X 



on vérifie alors que [x,z] =a\Z. Avec les notations habituelles nous avons (j)i i (1 — ai) = (j)o,2(2 — ci\) = 
de sorte que a\ vaut 1 ou 2. 

Si ai = 1 le coefficient tfo.2 est nul et on constate que Z est divisible par y et ne définit donc pas un feuilletage 
quadratique. 

Si a\ = 2, alors (j)i i = et, toujours en invoquant le fait que [x,z] = a\Z, on vérifie encore que Z est 
divisible par y. L'éventualité y ^ n'arrive pas et la proposition est démontrée. □ 

2.4. Adhérences d'orbites. — 

Nous commençons l'étude des adhérences d'orbites par celles des o(fj) dans J^"(2; 2) pour i = 1, 2, 3 et 5; 
celle de o(fn) résultera d'un principe plus général. 
La définition suivante nous sera utile. 

Définition. — Soient J et f' deux feuilletages. On dit que J dégénère sur f' si l'adhérence o(f ) 
(dans J^(2; 2)) de o(f) contient o(f') et o(f ) ^ o(f'). 

Remarque 2.9. — Si J dégénère sur f 1 nous avons l'inégalité dimo(iT / ) < dim o{f ). 

Remarque 2.10. — Si jT dégénère sur f' le nombre de points singuliers de f' (comptés sans multiplicité) 
est plus petit ou égal à celui de f . En particulier si J n'a qu'un point singulier et dégénère sur f' alors 
#Sing(!T / ) = L 

Proposition 2.11. — 1. Les orbites 0{f\) et 0(^5) sont fermées. 
2. Pour i = 2 et 3 nous avons : O (fi) = O (fi) \JO(f\). 

Démonstration. — Le point 1. résulte comme nous l'avons dit du fait que o(f\) et 0(^5) réalisent la di- 
mension minimale. 

La Remarque l2.10l et des raisons de dimension font que les Ji , avec i = 2, 3, ne peuvent dégénérer que sur J \ . 
Montrons qu'il en est ainsi. Considérons la famille d'automorphismes cp = cp e = (4)4) • Nous avons 



qui tend vers ©i lorsque £ tend vers 0. Le feuilletage J2 dégénère donc sur <J\. 

Pour montrer que ^3 dégénère sur nous procédons comme suit. Nous considérons la famille (co E ) donnée 
par 

C0 E =x(ey + (l - e)x)dx+ (ex 2 +y 2 )(xdy -ydx) 
et définissant la famille de feuilletages (ç È ). Nous constatons que 



Par suite pour chaque £, à conjugaison près, Ç e est l'un des fi- Comme le 1-jet de co E est nul, Ç z est conjugué 
à 7\i Ti ou ^3. Pour des raisons de dimension o(f\) (resp. 0(^2)) ne peut adhérer à 0(^3). Il en résulte 




e 9 q>*C0 2 =x 2 dx + (£x + y 2 )(xdy-ydx) 



et 



,u(£ e ,0)=7. 
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que pour £ voisin de 1 le feuilletage Ç E appartient à O (^3). Ainsi Ç e est dans O (^3) pour presque tout £ et fj, 



Rappelons une notion introduite par Pereira ([12]). 

Définition. — Soient 7 un feuilletage sur F (C) et m un point régulier de f . On dit que m est d'inflexion 
ordinaire pour si la feuille L m de f passant par m a un point d'inflexion ordinaire en m; notons Flex(^F ) 
l'adhérence de l'ensemble de ces points. 

3 

Exemples. — 1 . Dans la carte X = 1 le feuilletage f\ a pour intégrale première — z. En résulte que 
Flex(jF 1 ) est la droite y = 0. 
2 . Le feuilletage jFs a pour intégrale première ■- — i ; de sorte que ses feuilles ont pour adhérence des 
coniques, aussi Flex^s) est vide. 

Soit 2 = £^+F^+G^ un champ de vecteurs homogène de degré 2 sur C non colinéaire au champ 
radial, pgcd(£",F,G) = 1; à un tel champ est associé un feuilletage quadratique J sur P 2 (C) défini par la 1- 
forme co = i z AX A dY A dZ. Introduisons le polynôme 9{ de degré 6 



notons que 9{ ne dépend pas du choix du champ de vecteurs Z dans le noyau de co. D'après [12] le lieu des 
zéros de ^ est constitué de Flex(jF ) et de l'ensemble des droites invariantes par f . 

L'énoncé qui suit montre qu'un feuilletage quadratique général f dégénère sur f\. 

Théorème 2.12. — Il existe un ensemble algébrique £ non trivial, contenu dans J^(2;2) ayant la propriété 
suivante : tout feuilletage de ^(2; 2) \ £ dégénère sur f\ . 

En particulier, pour tout y dans J?(2;2) \ £, l'orbite o(f) de f n'est pas fermée. 

Donnons une interprétation géométrique de l'énoncé qui apparaîtra en cours de démonstration. Un feuille- 
tage f appartient à j£"(2; 2) \ £ si et seulement si l'ensemble Flex(jF ) est non vide. Cette propriété est 
générique dans l'ensemble des feuilletages. 

Démonstration. — Considérons la famille cp e = cp = (£ 3 ;e,£y). Notons que 

1 . (p*(^y dx) = £ 3,+;+3 x'y dx est divisible par £ 3 et cp*(x'y dx) tend vers lorsque £ tend vers sauf 
pour i = j = 0; 

2 . (p*(x'yj(ly) = £ 3 ' + j +l x l yidy est divisible par £ 3 sauf pour i = j = et = (0, 1). Si n'appar- 
tient pas à {(0,0), (0, 1), (0,2)}, la forme ^*(x'y j dy) tend vers lorsque £ tend vers 0. 

Si J est défini par une 1-forme co du type 

(a + *x + *y + *x 2 + *xy + *y 2 )dx + (*x + *x 2 + *xy + $y 2 )dy 



dégénère sur <J\ . 



□ 



?{(X,Y,Z 



X E Z(E) 
Y F Z(F) 
Z G Z{G) 




où les * € C, oc, p G C* 
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Visiblement adr+ [3y 2 dy définit un feuilletage conjugué à f\ ; en particulier si f vérifie (t ) alors f dégénère 
sur J\ . 

Notons que si f a la propriété {(p) le point (0,0) est non singulier (car a 7^ 0) et la feuille -£(0,0) de 7 en 
(0,0) est tangente à l'axe x = 0. Comme le coefficient de co sur ydy est nul un calcul élémentaire montre que 
£(0.0) a un point d'inflexion en (0,0). Finalement le fait que [3 soit non nul implique que ce point d'inflexion 
est d'ordre minimal 1. 

Soit 7 un feuilletage quadratique sur P 2 (C); supposons que Flex(iF ) soit non vide. Choisissons alors un 
système de coordonnées (x,y) tel que m = (0, 0) soit d'inflexion ordinaire et x = soit la tangente à L m en m. 
La 1 -forme co décrivant J satisfait la propriété (îp) et f dégénère sur f\. 

L'ensemble £ est défini comme l'ensemble des feuilletages f tel que Flex(jF ) = 0. □ 

Remarques 2.13. — 1 . Comme indiqué dans l'exemple 12.41 le feuilletage f\ possède une droite de 
points d'inflexion qui sont d'ordre 1; ceci confirme que £ est propre. 

2 . L'ensemble £ est invariant sous l'action de PGL3(C). 

3 . De la même façon que pour , les feuilletages ayant une intégrale première du type Q1/Q2, avec Q\ , 
Q2 polynôme de degré inférieur ou égal à 2, ne possèdent pas de points d'inflexion car les feuilles sont 
d'adhérence des coniques ; ils appartiennent à £. 

On peut voir aisément que l'ensemble Flex^) est non vide comme le montrent d'ailleurs les figures du §[3j 

Corollaire 2.14. — Le feuilletage J4 dégénère sur fy; en particulier 0(^4) n'est pas fermée. 

Démonstration. — Le feuilletage est décrit par 

(O4 = (x + y 2 -x 2 y)dy + x(x + y 2 )dx. 

Soit oc dans C tel que a 3 = 4; posons (3 = y . En faisant agir la translation (x + a, y + f3) sur GO4 nous obtenons 
une 1 -forme du type 

Cû = (a(a + P 2 ) + *x + *y + *x 2 + *xy + *y 2 )dx+ (« + *x 2 + *xy + y 2 )dy + (« 2 + *xy + *y 2 )(ydx - xdy); 

la propriété (ff), introduite au Théorème 12. 12[ est donc satisfaite. D'après la démonstration du Théorème 
!2.12l nous avons 

C0 = lim-r(£ 3 x,£y)*C0 = a(a + p 2 )dx + y 2 dy. 

e^0 £ J 

On vérifie que oc(a + (3 2 ) est non nul ce qui implique que le feuilletage induit par (Oq est conjugué à f\ . □ 



Exemple (de JOUANOLOU). — Introduisons le feuilletage fj de degré 2 sur P 2 (C) défini, dans la carte 
affine Z = 1 , par 

(ûj = (x 2 y- l)dx+ (y 2 -x 3 )dy. 

Cet exemple, dû à JOUANOLOU, est très populaire. C'est historiquement le premier exemple explicite de 
feuilletage sans courbe algébrique invariante ([10]) ; c'est aussi un feuilletage qui n'admet pas d'ensemble 
minimal non trivial (Hl). La procédure appliquée dans la démonstration du Théorème 12. 121 s' applique direc- 
tement, autrement dit la propriété (&) est vérifiée, ainsi Jj dégénère sur f\. 

Pour f générique dans JF(2; 2) on peut se demander si f dégénère uniquement sur f\. Les considérations 
suivantes vont nous montrer que non. 
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Soit f un élément de J£"(2;2) décrit par une 1-forme co. Supposons que (0,0) soit un point singulier de f ; 
nous pouvons trouver des coordonnées où co est du type 

(ay + *x + *x 2 + *y 2 + *xy)dx + (fix + yy 2 + *x 2 + *xy)dy 
+ (*x 2 + *xy + *y 2 )(y(k-xdy), avec *, a, P, yeC. 

Posons cp = (s 2 x, ey) . Nous constatons que 

Q = lim ^<p*co = aydx + ($x + yy 2 )dy. 

Lorsque a, P et y sont tous les trois non nuls Qo définit un feuilletage quadratique sur lequel dégénère 
évidemment f . Alors que la non nullité des coefficients oc et P signifie que (0,0) est de multiplicité 1, celle 
de y s'interprète comme suit : si y est nul f possède une droite invariante, ce qui génériquement n'arrive pas 
dans J^(2; 2). 

Détaillons le cas ocPy/ 0. On peut supposer à conjugaison près que 5o = Fo{X) est défini par 

Q. = &o(X)=ydx + (Xx + y 2 )dy, À = p/a. 

Notons que l'invariant X est relié à la singularité (0,0) du feuilletage initial J ; plus précisément l'invariant 
de BAUM-BOTT BB(^ ; (0,0)) de <J au point (0,0) est égal à celui de 7 (X) 

BB(*;(0,0)) = = = BB(roW; (0,0)). 

Nous allons décrire les feuilletages 7o(k) pour X dans C*. Ils préservent les droites y = et z = et comptent 
deux points singuliers ( 1 : : 0) et (0 : : 1 ). Le point (0 : : 1 ) est de multiplicité 1 et par suite ( 1 : : 0) de 
multiplicité 6. Nous constatons que pour X = — 1 la 1-forme 

^o(— 1) ydx — xdy 



y 2 y 2 



+ dy 



est fermée et a pour primitive ^ +y. Il s'en suit que !Fo(— 1) est conjugué au feuilletage ^5. Il y a encore 
une valeur spéciale de X qui intervient : X = —2. Dans ce cas nous remarquons que n °^ 2 - > est fermée et 
s'intègre en ^ + lny; ceci permet de constater que Iso(jFo(— 2)) est le groupe {(e 2 x,£y) \ e G C*}. En parti- 
culier o(Jo( — 2)) est de dimension 7. 

Dans la suite nous supposons que X appartient à C \ {0, —1, —2}. Un calcul élémentaire montre que la 
conique {2 + X)x + y 2 = est invariante par !Fo(X). Mieux la 1-forme rationnelle y^^Xjx+y 1 ) est f erm ^ e - Un 
calcul élémentaire en donne une primitive 

ln((2 + A.)x + .y 2 ) + A.rn3;, 

ce qui permet de vérifier que le groupe d'isotropie est ici encore 

Iso(j () (^)) = {(e 2 x,ej) | e € C*}. 

Remarquons que deux feuilletages Fo(X) et Fo(X') sont conjugués si et seulement si X = X'. 
Des considérations qui précèdent nous tirons l'énoncé suivant. 

Théorème 2.15. — Soit f un élément de ^(2; 2) sans droite invariante. 

1. Le feuilletage f dégénère sur JF5 si et seulement si J possède un point singulier m de multiplicité 1 
vérifiant BB(^; m) =4. 
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2. Si f possède un point singulier m de multiplicité 1 tel que BB(jF ;m) = 2 — X— l, alors f dégénère 
sur foÇk) donné par 

ydx + (Àx + y 2 )dy. 

En particulier si f est générique, f dégénère au moins sur sept feuilletages (non conjugués) à orbites de 
dimension 7. 

Démonstration. — Concernant la première assertion, il nous reste seulement à prouver que si f dégénère 
sur ^5, alors 1 possède un point singulier de multiplicité 1 dont l'invariant de Baum-Bott est 4. Si tel 
est le cas il y a une famille analytique (iF e ) définie par la famille de 1 -formes (co e ) telle que pour £ non 
nul !f E soit dans 0(j) et pour £ nul nous ayons jF E= o = fs- Le point singulier de multiplicité 1, noté mo, 
de f$ est « stable » ; il existe une famille analytique (m e ) de points singuliers de f E de multiplicité 1 telle 
que m E= o = mq. Les f E étant conjugués pour £ non nul, BB(iF E ;»i E ) est localement constant; par sui- 
te BB(f E ;m e ) = 4 pour £ petit. En particulier f possède un point singulier comme dans l'énoncé. 

Le point 2. est conséquence du fait suivant : génériquement f possède sept points singuliers distincts à 
invariants de Baum-Bott distincts. □ 

Remarque 2.16. — Les Théorèmes 12. 1 2 1 et 12 . 1 5 1 assurent en particulier qu'un feuilletage générique dégénère 
sur J\ mais pas sur f*,. 

Le Théorème 12. 1 51 semble occulter les éléments 7 de J^"(2; 2) avec droite invariante. En fait si f possède 
un point singulier simple (condition a[3 7^ 0) par lequel ne passe pas de droite invariante la procédure de 
dégénérescence sur un Fo(k) s'applique et autorise la présence de droites invariantes ne passant pas par 
(0,0). Une autre façon de procéder est la suivante. Si f laisse y = invariante la 1-forme qui le définit s'écrit 

(0 = ya(x, y)dx + b(x,y)dy. 

En faisant agir la transformation linéaire diagonale (x, £y) sur co puis en passant à la limite lorsque £ — > on 
obtient 

GOo = ya(x, 0)dx + b(x, 0)dy 
qui génériquement sur f définit un feuilletage de degré 2 sur lequel f dégénère. 

Proposition 2.17. — L'ensemble J^~(2;2) contient des éléments qui dégénèrent à la fois sur f \ et J$. 

Démonstration. — Rappelons que la 1-forme 

C0i = x 2 dx + y 2 (xdy — ydx) 

définit f \ , feuilletage pour lequel l'ensemble Flex( J \ ) est une droite. Un feuilletage J z proche de f \ va donc 
satisfaire Flex(^ E ) 7^ et par suite dégénère sur f\ (Théorème 12. 12b . En particulier il en est ainsi pour f E 
défini par 

C0 E = £(xdy — ydx) + C0i 

tout du moins pour £ petit. Mais pour £ non nul le 1-jet de G0 E en (0,0) est xdy — ydx et le coefficient de x 2 dx 
est 1 ce qui nous permet de faire dégénérer (à conjugaison près) jF E sur ^5 pour £ 7^ 0; ainsi pour £ petit non 
nul f z dégénère à la fois sur f \ et ^5 . □ 

Soit f dans J^"(2;2); nous avons l'alternative 

1 . si Flex(^ ) est non vide, 7 dégénère sur 7\ (Théorème 12. 121) ; 

2 . si Flex(^ ) = alors f ne dégénère pas sur f \ (stabilité des points d'inflexion). 
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Parmi les éléments de J£~(2; 2) sans point d'inflexion, il y a les feuilletages définis par un pinceau de coniques. 
Leur classification est connue depuis longtemps ; on peut par exemple la trouver dans [9], chapitre XIII, §11. 
Elle correspond à celle des feuilletages de degré inférieur ou égal à 2 ayant une intégrale première rationnelle 
du type <2i/Ô2) les Qi désignant des formes quadratiques à 3 variables, le pinceau associé étant Q\ +XQ2- 
Il y a cinq modèles à conjugaison près ; deux conduisent à des feuilletages de degré 1 (ils sont décrits par 
xy = cte, y 2 — x = cte), les trois autres sont les suivants : le feuilletage 7^ qui représente le pinceau générique 
et qui a pour intégrale première , le feuilletage J=, déjà rencontré et enfin le feuilletage J-j dont voici 
une intégrale première y ^t x ) ■ L'ensemble des coniques dans P 2 (C) est isomorphe à P 5 (C) (voir [8]) ; il en 

résulte qu'un pinceau de coniques s'identifie à une droite dans P 5 (C), Le. à un point dans la grassmanienne 
G(l;5) des droites de P 5 (C), qui est de dimension 8. Ainsi PGL3(C) agit sur G(l;5) et l'orbite du pinceau 
générique est ouverte et dense. Par suite o(f(,) adhère à toutes les autres orbites (associées à des pinceaux), 
en particulier à celle de 7$ et à celle de f-j. Une manière, autre que la manière classique, de distinguer ces 
trois feuilletages est de considérer leur groupe d'isotropie : celui de ^5 est, comme nous l'avons vu, 



Tout ceci est résumé dans la : 

Proposition 2.18. — Soit f un élément de J£~(2,2) associé à un pinceau de coniques. Alors 1 est conjugué 
à F5, ou ou fy. De plus, les adhérences étant prises dans J^~(2; 2), nous avons 

1. o(y 5 ) = 0(75) etdimo(j 5 ) =6; 

2. 0(77) = Q(ï 5 )UO{?-i) et àimO {?-,)=!; 

3. 0{n) = 0(jF 5 )U0(^6)U 0(57) etdimo(Jô) = 8. 

Démonstration. — Une fois que l'on a constaté que si f dégénère sur F alors F a aussi une intégrale première 
du type Q1/Q2 il nous reste seulement à démontrer que dégénère sur 7$. Introduisons le feuilletage f' 
donné par les niveaux de 



^{^^•(ïTjÇ'ÏTR) 



aeC, pEC 



celui de ^6 est fini et celui de est donné par 

Iso(^ 7 ) = {(ox, ay) j a G C*}. 



y x 1 
- + - + -; 

x y y 



son groupe d'isotropie est 




En particulier dim o(f ') = 7 et $ ' appartient à 0(^7). Quitte à faire agir cp E = (e 2 x, ey) sur y - + ^ + ^ nous 
obtenons à multiplication par une constante près 




nous retrouvons lorsque £ tend vers l'intégrale première de f$. □ 



Tout ceci laisse penser que les seules orbites fermées dans JF(2;2) sous l'action de Aut(P 2 (C)) sont celles 
de 7\ et J 5 . 
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2.5. En dimension supérieure. — 

L'étude de la nature des orbites sous l'action du groupe linéaire pour les feuilletages de dimension supérieure 
à 2 se pose aussi naturellement, tout comme la classification des feuilletages ayant des « petites » singularités. 
Soient Jq dans J^(2;N) et f dans ^(n;N) (où J?(n;N) désigne l'ensemble des feuilletages de de- 
gré N sur l'espace projectif P"(C)). On dit que f est un déploiement de fç, s'il existe un plonge- 
ment / : P 2 (C) -> P"(C) linéaire tel que i*f = f . 

Rappelons (voir que si *J est un feuilletage quadratique sur P"(C) alors 

1 . ou bien f est défini par une 1 -forme fermée ; 

2. ou bien jF = 7i*jFo où désigne un feuilletage quadratique de P 2 (C) et ji la projection de P"(C) 
surP 2 (C). 

Nous en déduisons la : 

Proposition 2.19. — Soit un feuilletage de degré 2 sur P 2 (C). Si J$ n'est pas défini par une forme fermée 
tout déploiement 7 de 7$ est trivial, Le. il existe % : P"(C) — > P 2 (C) tel que f = iCJq. 

Le feuilletage f% satisfait la Proposition 12. 191 ; ainsi va jouer un rôle particulier dans l'étude des orbites 
des feuilletages quadratiques de P"(C) avec n > 3 sous l'action de Aut(P"(C)). 



3. Quelques portraits de phase en réel 

Les feuilletages J\ et fj sont définis par des formes à coefficients réels (même entiers) et induisent donc des 
feuilletages de M 2 dont nous proposons le portrait de phase ; ces portraits de phase ont été tracés à l'aide d'un 
logiciel disponible sur http ://www.math.psu.edu/melvin/phase/newphase.html . 




7\ 7i 
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^3 Tj 



Soit f le feuilletage décrit dans la carte affine Z = 1 par la 1 -forme y 1 àx — xày. Dans le contexte réel les 
feuilletages f et Ja, sont localement différentiablement conjugués en l'origine. Ainsi le portrait de phase 
de f explique celui de en 0; on observe un phénomène de type « fleuve » à l'origine ([?]). 




n 7 

Le portrait de phase de ^4 ci-dessus suggère que le feuilletage réel induit par f\ ne possède pas de cycle 
limite, plus précisément que toute trajectoire adhère au point singulier. 

Pour avoir une meilleure idée des trajectoires réelles du feuilletage ^4 considérons le feuilletage ^F 4 donné 
dans la carte affine Z = 1 par la 1 -forme 

CO4 = - (x + y 2 - x 2 y)dx + x(x + y 2 )dy. 

C'est un feuilletage de degré 3 dont les trajectoires sont dans la carte Z = 1 orthogonales à celles de J4. Nous 
proposons des représentations de et dans des domaines de tailles différentes 
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Index des notations 

Sing(^T ) lieu singulier du feuilletage f Q] 

^(n;N) ensemble des feuilletages de degré N sur l'espace projectifP"(C) 

fj( f ,m) nombre de MlLNOR du feuilletage <J au point singulier m [2] 

(P, Q) idéal engendré par les éléments P et Q de C {.*,)>} |2] 

co i x 2 dx + y 2 (xdy — ydx) [3] 

&2 x 2 dx+ (x+ y 2 ) (xdy -ydx) [3] 

<M 3 xydx + (x 2 + y 2 ) (xdy - ydx) [3] 

C0 4 (x+y 2 -x 2 y)dy + x(x+y 2 )dx [3] 

C0 5 x 2 dy + y 2 (xdy - ydx) g] 

0(J ) orbite d'un élément f de J<"(2;2) sous l'action de PGL 3 (C) |9] 

Iso(jF ) groupe d'isotropie du feuilletage f défini sur P 2 (C) [TÏÏ] 

X(P 2 (C)) algèbre de Lie des champs de vecteurs holomorphes globaux sur P 2 (C) [TU] 

g algèbre de Lie du groupe algébrique G [TU] 

2Ç. champ radial x + y |; HU 

fj feuilletage décrit par la 1 -forme (0/ [Ï8] 

Cûy (x 2 y-l)dx+(y 2 -x 3 )dy M 

BB(f ;m) invariant de Baum-Bott du feuilletage f au point m [Ï9] 

feuilletage associé au pinceau x(y + z) + Xy(x + z) EU 

fi feuilletage associé au pinceau xz + ky(y — x) |2T1 
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